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频率失配条件的自适应

相位差无偏估计方法及性能分析

李　明，沈廷鳌，毛育文
（后勤工程学院后勤信息与军事物流工程系，重庆４０１３１１）

　　摘　要：　针对频率失配条件下受噪声影响导致相位差估计精度不高的问题，提出一种频率失配的自适应相位差
无偏估计方法，提升相位差估计的精确性和抗噪性．为此，首先通过对两路正弦信号的展开式参数进行自适应估计，利
用展开式参数估计值实时计算两路正弦信号的相位差；其次，利用泰勒级数展开式对相位差估计方法进行了估计偏差

分析，证明了频率失配条件下所提相位差估计方法的无偏性，并给出了相位差估计方法的稳态性能；最后，给出了不同

方法的相位差估计结果，并讨论了各参数对相位差估计的影响，计算结果表明所提方法的有效性与正确性．
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１　引言
　　相位差估计在导航定位、电力系统、语音处理和工
业测量等领域有着较为广泛的应用［１～４］．如定位系统中
两路接收信号的到达时间差计算（ＴＤＯＡ，ＴｉｍｅＤｉｆｆｅｒ
ｅｎｃｅＯｆＡｒｒｉｖａｌ），电力系统中功率因素的测量，语音处
理中的语音增强和回声消除，科里奥利质量流量计的

流量计量，都需要对两路同频信号的相位差进行估计．
相位差估计方法大致可以分为三种，一是基于 ＤＦＴ

（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，离散傅里叶变换）和 ＤＴＦＴ
（ＤｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，离散时间傅里叶变换）
的频谱分析方法［５，６］，这类方法在获得信号频率的基础

上，计及负频率影响，利用 ＤＦＴ推导相位差计算公式．
为了克服窗函数带来的频谱泄漏问题，文献［７，８］利用
性能较好的窗函数对此类方法进行改进，可以在一定

程度上减少频谱泄漏带来的误差．虽然这种方法计算
精度较高，抗噪能力较好，但计算复杂，受频率失配影响

较大，特别针对时变信号时，其精度受递推计算点数影
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响，性能会出现一定程度下降．二是基于相关原理的相
位差估计方法［９，１０］，这类方法主要利用交叉相关和自相

关原理计算相位差，计算效率高且不需要获得信号频

率的值，但其抗噪能力弱，且受信号非整周期采样影响

较大．为了克服非整周期采样所带来的影响，文献［１１］
利用数据延拓的方式，尽可能获得信号的整周期采样

数据点数，降低非整周期采样所带来的误差，但是其对

噪声的抑制能力依旧很弱，且估计结果有偏．文献［１２］
提出一种相频匹配的相位差估计方法，能够减少非整

周期采样的影响，但这种方法频率必须匹配，否则误差

较大，且抗噪性能有待进一步提升．为了增强基于相关
原理的相位差估计抗干扰能力，文献［１３］提出一种双
正交解调的方法，该方法不依赖于采样信号的幅值，在

一定程度上抑制了倍频项对相位差估计的影响，但其

对信号频率的估计值精度较为敏感．三是基于 Ｈｉｌｂｅｒｔ
变换的相位差估计方法［１４，１５］．此类方法利用 Ｈｉｌｂｅｒｔ变
换对信号进行９０°的相移，然后利用相关方法进行相位
差计算．由于要进行 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换，导致计算略显复杂，
且同样受噪声的影响较大［１６］．

综上，为解决现有相位差估计方法计算复杂、受频

率失配影响较大和抗噪性弱的问题，本文提出一种频

率失配的自适应相位差无偏估计方法．通过对信号展
开式参数进行自适应迭代估计，利用信号展开式参数

估计值实时计算两路正弦信号的相位差，可有效降低

相位差估计方法的复杂度，提高算法实时性，且在频率

失配和低信噪比条件下依然可以获得无偏的相位差估

计结果．

２　自适应相位差估计方法
　　两路正弦信号为：
ｘ１（ｎ）＝ｓ１（ｎ）＋υ１（ｎ）＝Ａ１ｃｏｓ（ω１ｎ＋θ１）＋υ１（ｎ）
ｘ２（ｎ）＝ｓ２（ｎ）＋υ２（ｎ）＝Ａ２ｃｏｓ（ω２ｎ＋θ２）＋υ２（ｎ{ ）

（１）
其中，Ａｉ为信号幅值，θｉ为信号相位，ωｉ为信号角频率，假
设已知，ωｉ＝２πｆｉ／ｆｓ，ｆｉ为信号频率，ｆｓ为采样频率，!ｉ（ｎ）
为噪声，服从υ"ＷＧＮ（０，σ２），ｉ＝１，２

由式（１）可得，
　　　ｘｉ（ｎ）＝Ａｉｃｏｓ（ωｉｎ＋θｉ）＋υｉ（ｎ）

＝ａｉｃｏｓωｉｎ－ｂｉｓｉｎωｉｎ＋υｉ（ｎ） （２）
其中，ａｉ＝Ａｉｃｏｓθｉ，ｂｉ＝Ａｉｓｉｎθｉ．由ａｉ和ｂｉ可得

Ａｉ＝ ａ２ｉ＋ｂ
２

槡 ｉ

θｉ＝ａｒｃｔａｎ
ｂｉ
ａ{
ｉ

（３）

则两路正弦信号的相位差可表示为：

Δθ＝θ１－θ２＝ａｒｃｔａｎ
ｂ１
ａ１
－ａｒｃｔａｎ

ｂ２
ａ２
＝ａｒｃｔａｎ

ａ２ｂ１－ａ１ｂ２
ａ１ａ２＋ｂ１ｂ( )

２

（４）
对于ａｉ和ｂｉ的求取，令

ｓｉ（ｎ）＝^ａｉ（ｎ）ｃｏｓωｉｎ－^ｂｉ（ｎ）ｓｉｎωｉｎ
ｅｉ（ｎ）＝ｘｉ（ｎ）－ｓｉ（ｎ{ ）

（５）

其中，ｓｉ（ｎ）是ｘｉ（ｎ）的估计值，ｅｉ（ｎ）为估计误差，在迭
代计算过程中，ｅｉ（ｎ）应当逐步趋近于０，则ａｉ和ｂｉ的自
适应迭代计算式为：

　　　　
ａ^ｉ（ｎ＋１）＝^ａｉ（ｎ）－μ

ｅｉ（ｎ）
^ａｉ（ｎ）

ｂ^ｉ（ｎ＋１）＝^ｂｉ（ｎ）－μ
ｅｉ（ｎ）
^ｂｉ（ｎ

{
）


ａ^ｉ（ｎ＋１）＝^ａｉ（ｎ）＋μｅｉ（ｎ）ｃｏｓωｉｎ
ｂ^ｉ（ｎ＋１）＝^ｂｉ（ｎ）－μｅｉ（ｎ）ｓｉｎωｉ{ ｎ

（６）

其中，μ为步长．将式（６）代入式（４），可得自适应相位
差估计方法

Δθ（ｎ）＝ａｒｃｔａｎ
ａ^２（ｎ）^ｂ１（ｎ）－^ａ１（ｎ）^ｂ２（ｎ）
ａ^１（ｎ）^ａ２（ｎ）＋^ｂ１（ｎ）^ｂ２（ｎ( )） （７）

其估计方法的流程如图１所示．

３　性能分析

３１　偏差分析
在实际应用中，频率ωｉ未知，那么采用一定的频率

估计方法获得的 ω^ｉ与ωｉ之间有频率失配Δω，故在利用
式（５）和式（６）进行计算时，将 ω^ｉ＝ωｉ－Δω代入式（５）
和式（６）替换ωｉ，可得：

６０９１
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ａ^ｉ（ｎ＋１）＝^ａｉ（ｎ）＋μｅｉ（ｎ）ｃｏｓ（ωｉ－Δω）ｎ
ｂ^ｉ（ｎ＋１）＝^ｂｉ（ｎ）－μｅｉ（ｎ）ｓｉｎ（ωｉ－Δω）{ ｎ

（８）

其中，

ｅｉ（ｎ）＝ａｉｃｏｓωｉｎ－ｂｉｓｉｎωｉｎ＋υｉ（ｎ）
－^ａｉ（ｎ）ｃｏｓ（ωｉ－Δω）ｎ＋^ｂｉｓｉｎ（ωｉ－Δω）ｎ （９）

将式（９）代入式（８），以计算 ａ^ｉ（ｎ）为例，等式两边
同取期望Ｅ［］，可得

Ｅ［^ａｉ（ｎ＋１）］＝αＥ［^ａｉ（ｎ）］＋
μ
２ｆａｉ（ｎ） （１０）

其中，

α＝１－μ２
ｆａｉ（ｎ）＝ａｉｃｏｓΔωｎ－ｂｉｓｉｎΔω

{ ｎ
（１１）

为获得Ｅ［^ａｉ（ｎ）］的表达式，式（１０）两边取Ｚ变换，

　Ｚ｛Ｅ［^ａｉ（ｎ＋１）］｝＝αＺ｛Ｅ［^ａｉ（ｎ）］｝＋
μ
２Ｚ｛ｆａｉ（ｎ）｝

ｚＺ｛Ｅ［^ａｉ（ｎ）］｝＝αＺ｛Ｅ［^ａｉ（ｎ）］｝＋
μ
２Ｚ｛ｆａｉ（ｎ）｝

Ｚ｛Ｅ［^ａｉ（ｎ）］｝＝
μ
２
Ｚ｛ｆａｉ（ｎ）｝
ｚ－α

（１２）
式（１２）中，

Ｚ｛ｆａｉ（ｎ）｝＝
ａｉ（１－ｚ

－１ｃｏｓΔω）－ｂｉｚ
－１ｓｉｎΔω

１－２ｚ－１ｃｏｓΔω＋ｚ－２
（１３）

将式（１３）代入式（１２）于是可得

Ｚ｛Ｅ［^ａｉ（ｎ）］｝＝
μ
２

ｚ
ｚ－α

ａｉ（ｚ－ｃｏｓΔω）－ｂｉｓｉｎΔω
ｚ２－２ｚｃｏｓΔω＋１

（１４）
对式（１４）取ｚ的反变换，
　Ｅ［^ａｉ（ｎ）］＝－ｍａｉα

ｎ＋ｍａｉｃｏｓΔωｎ＋ｎａｉｓｉｎΔωｎ
≈ｍａｉｃｏｓΔωｎ＋ｎａｉｓｉｎΔωｎ （１５）

其中，α和步长μ有关，说明式（６）的收敛性和 α有关．
且一般μ＜１，可以保证αｎ的快速衰减，故将其省略，则
式（１５）中，

ｍａｉ＝－
μ
２
γａｉ＋αａｉ
β

ｎａｉ＝
μ
２
（γａｉ－αａｉ）ｃｏｓΔω＋ａｉ－αγａｉ

βｓｉｎΔω
γａｉ＝－ａｉｃｏｓΔω－ｂｉｓｉｎΔω

β＝α２－２αｃｏｓΔω













＋１

（１６）

同理可得，

Ｅ［^ｂｉ（ｎ＋１）］＝αＥ［^ｂｉ（ｎ）］＋
μ
２ｆｂｉ（ｎ）

Ｅ［^ｂｉ（ｎ）］＝ｍｂｉｃｏｓΔωｎ＋ｎｂｉｓｉｎΔω
{ ｎ

（１７）

其中，

ｆｂｉ（ｎ）＝ｂｉｃｏｓΔωｎ＋ａｉｓｉｎΔωｎ

ｍｂｉ＝－
μ
２
γｂｉ＋αｂｉ
β

ｎｂｉ＝
μ
２
（γｂｉ－αｂｉ）ｃｏｓΔω＋ｂｉ－αγｂｉ

βｓｉｎΔω
γｂｉ＝－ｂｉｃｏｓΔω＋ａｉｓｉｎΔ













ω

（１８）

令Ｔ＝ Ｔ１Ｔ２Ｔ３Ｔ[ ]４ Ｔ＝ ａ^１（ｎ）^ｂ１（ｎ）ａ^２（ｎ）^ｂ２（ｎ[ ]）Ｔ
，则

Ｅ［Ｔ］＝ Ｅ［^ａ１（ｎ）］ Ｅ［^ｂ１（ｎ）］ Ｅ［^ａ２（ｎ）］ Ｅ［^ｂ２（ｎ[ ]）］Ｔ

（１９）
故式（７）变化为

Δθ（ｎ）＝ｆ（Ｔ） （２０）
将 ｆ在点Ｔ０ ＝Ｅ［Ｔ］＝μ附近用一阶泰勒级数
展开［１７，１８］，

Δθ（ｎ）＝ｆ（Ｔ）≈ｆ（μ）＋∑
４

ｋ＝１

ｆ
Ｔｋ Ｔ＝Ｔ０

（Ｔｋ－μｋ）

（２１）
对式（２１）求取期望，并假设 ａ^１（ｎ），^ｂ１（ｎ），^ａ２（ｎ）和
ｂ^２（ｎ）之间互不相关，则

Ｅ［Δθ（ｎ）］＝ｆ（μ）

＝ａｒｃｔａｎ
Ｅ［^ａ２（ｎ）］Ｅ［^ｂ１（ｎ）］－Ｅ［^ａ１（ｎ）］Ｅ［^ｂ２（ｎ）］
Ｅ［^ａ１（ｎ）］Ｅ［^ａ２（ｎ）］＋Ｅ［^ｂ１（ｎ）］Ｅ［^ｂ２（ｎ[ ]）］

（２２）
将式（１５）和（１７）代入式（２２），可得
Ｅ［Δθ（ｎ）］

＝ａｒｃｔａｎ
ε１ｃｏｓ

２Δωｎ＋ε２ｓｉｎ
２Δωｎ＋ε３ｓｉｎΔωｎｃｏｓΔωｎ

η１ｃｏｓ
２Δωｎ＋η２ｓｉｎ

２Δωｎ＋η３ｓｉｎΔωｎｃｏｓΔω[ ]ｎ
（２３）

式（２３）中，
ε１＝ｍａ１ｍｂ２－ｍａ２ｍｂ１
ε２＝ｎａ１ｎｂ２－ｎａ２ｎｂ１
ε３＝ｍａ１ｎｂ２＋ｍｂ２ｎａ１－ｍｂ１ｎａ２－ｍａ２ｎｂ１
η１＝ｍａ１ｍａ２＋ｍｂ１ｍｂ２
η２＝ｎａ１ｎａ２＋ｎｂ１ｎｂ２
η３＝ｍａ１ｎａ２＋ｍａ２ｎａ１＋ｍｂ１ｎｂ２＋ｍｂ２ｎｂ















１

（２４）

式（１６）和式（１８）代入式（２４），展开化简后，得到

ε１＝ε２＝
μ２（ａ２ｂ１－ａ１ｂ２）

４β
ε３＝η３＝０

η１＝η２＝
μ２（ａ１ａ２＋ｂ１ｂ２）

４













β

（２５）

将式（２５）代入式（２３），可知

Ｅ［Δθ（ｎ）］＝ａｒｃｔａｎ
ａ２ｂ１－ａ１ｂ２
ａ１ａ２＋ｂ１ｂ[ ]

２

（２６）
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已知ａｉ＝Ａｉｃｏｓθｉ，ｂｉ＝Ａｉｓｉｎθｉ，式（２３）进一步化简为
Ｅ［Δθ（ｎ）］＝θ１－θ２＝Δθ （２７）

由式（２７）可知，自适应相位差估计方法无偏，在含噪声
情况下，不受频率失配Δω的影响．
３２　方差分析

Δθ（ｎ）的估计方差为

ｖａｒ［Δθ］＝Ｅ ｆ（μ）＋ｆ[ Ｔ

Ｔ

Ｔ＝μ
（Ｔ－μ）－Ｅ［Δθ ]］{ }

２

＝ｆＴ

Ｔ

Ｔ＝μ
ＣｆＴＴ＝μ

（２８）

其中，
ｆ
ＴＴ＝μ

＝ Δａ１ Δｂ１ Δａ２ Δｂ[ ]２ Ｔ
，Ｃ是矩阵 Ｔ的协

方差矩阵．
ｆ
Ｔ１ Ｔ１＝μ１

＝Δａ１＝
－Ｅ［^ｂ１（ｎ）］

Ｅ２［^ａ１（ｎ）］＋Ｅ
２［^ｂ１（ｎ）］

ｆ
Ｔ２ Ｔ２＝μ２

＝Δｂ１＝
Ｅ［^ａ１（ｎ）］

Ｅ２［^ａ１（ｎ）］＋Ｅ
２［^ｂ１（ｎ）］

ｆ
Ｔ３ Ｔ３＝μ３

＝Δａ２＝
Ｅ［^ｂ２（ｎ）］

Ｅ２［^ａ２（ｎ）］＋Ｅ
２［^ｂ２（ｎ）］

ｆ
Ｔ４ Ｔ４＝μ４

＝Δｂ２＝
－Ｅ［^ａ２（ｎ）］

Ｅ２［^ａ２（ｎ）］＋Ｅ
２［^ｂ２（ｎ

















）］

（２９）

Ｃ＝ｄｉａｇ（ｖａｒ［^ａ１（ｎ）］，ｖａｒ［^ｂ１（ｎ）］，ｖａｒ［^ａ２（ｎ）］，ｖａｒ［^ｂ２（ｎ）］）
（３０）

ｖａｒ［^ａｉ（ｎ）］＝Ｅ［（^ａｉ（ｎ）－Ｅ［^ａｉ（ｎ）］）
２］

ｖａｒ［^ｂｉ（ｎ）］＝Ｅ［（^ｂｉ（ｎ）－Ｅ［^ｂｉ（ｎ）］）
２{ ］
（３１）

为计算式（３１），令
δａｉ（ｎ）＝^ａｉ（ｎ）－Ｅ［^ａｉ（ｎ）］

δｂｉ（ｎ）＝^ｂｉ（ｎ）－Ｅ［^ｂｉ（ｎ{ ）］
（３２）

于是

ｖａｒ［^ａｉ（ｎ）］＝Ｅ［δ
２
ａｉ（ｎ）］

ｖａｒ［^ｂｉ（ｎ）］＝Ｅ［δ
２
ｂｉ（ｎ{ ）］

（３３）

由式（１５）、式（１７）和式（３２）可得
δａｉ（ｎ＋１）＝δａｉ（ｎ）＋μｅｉ（ｎ）ｃｏｓ（ωｉ－Δω）ｎ＋ｇａｉ（ｎ）

（３４）
其中，

ｇａｉ（ｎ）＝Ｅ［^ａｉ（ｎ）］－Ｅ［^ａｉ（ｎ＋１）］
　　　＝εａｉｃｏｓΔωｎ－ηａｉｓｉｎΔωｎ

εａｉ＝ｍａｉ（１－ｃｏｓΔω）＋ｎａｉｓｉｎΔω
ηａｉ＝ｎａｉ（１－ｃｏｓΔω）－ｍａｉｓｉｎΔ










ω

（３５）

δｂｉ（ｎ＋１）＝δｂｉ（ｎ）－μｅｉ（ｎ）ｓｉｎ（ωｉ－Δω）ｎ＋ｇｂｉ（ｎ）
（３６）

其中，

ｇｂｉ（ｎ）＝Ｅ［^ｂｉ（ｎ）］－Ｅ［^ｂｉ（ｎ＋１）］
　　　＝εｂｉｃｏｓΔωｎ＋ηｂｉｓｉｎΔωｎ

εｂｉ＝ｍｂｉ（１－ｃｏｓΔω）－ｎｂｉｓｉｎΔω
ηｂｉ＝ｎｂｉ（１－ｃｏｓΔω）＋ｍｂｉｓｉｎΔ










ω

（３７）

式（３４）和（３６）两边取期望，得到
Ｅ［δａｉ（ｎ＋１）］＝αＥ［δａｉ（ｎ）］＋ｇａｉ（ｎ） （３８）
Ｅ［δｂｉ（ｎ＋１）］＝αＥ［δｂｉ（ｎ）］＋ｇｂｉ（ｎ） （３９）

对式（３８）两边取Ｚ变换，
Ｚ｛Ｅ［δａｉ（ｎ＋１）］｝＝Ｚ｛αＥ［δａｉ（ｎ）］｝＋Ｚ｛ｇａｉ（ｎ）｝

（４０）
所以

Ｚ｛Ｅ［δａｉ（ｎ）］｝＝
Ｚ｛ｇａｉ（ｎ）｝
ｚ－α

＝ ｚ
ｚ－α

εａｉｚ＋λａｉ
ｚ２－２ｚｃｏｓΔω＋１

（４１）
其中，λａｉ＝－εａｉｃｏｓΔω－ηａｉｓｉｎΔω

由式（４１）可知Ｅ［δａｉ（ｎ）］的表达式为
Ｅ［δａｉ（ｎ）］＝－ｐａｉα

ｎ＋ｐａｉｃｏｓΔωｎ＋ｑａｉｓｉｎΔωｎ
≈ｐａｉｃｏｓΔωｎ＋ｑａｉｓｉｎΔωｎ （４２）

其中，αｎ衰减较快，可将其省略，式（４２）中

ｐａｉ＝－
λａｉ＋αεａｉ
β

ｑａｉ＝
（λａｉ－αεａｉ）ｃｏｓΔω＋εａｉ－αλａｉ

βｓｉｎΔ
{

ω

（４３）

同理，可知Ｅ［δｂｉ（ｎ）］的表达式为
Ｅ［δｂｉ（ｎ）］＝ｐｂｉｃｏｓΔωｎ＋ｑｂｉｓｉｎΔωｎ （４４）

ｐｂｉ＝－
λｂｉ＋αεｂｉ
β

ｑｂｉ＝
（λｂｉ－αεｂｉ）ｃｏｓΔω＋εｂｉ－αλｂｉ

βｓｉｎΔω
λｂｉ＝－εｂｉｃｏｓΔω＋ηｂｉｓｉｎΔ













ω

（４５）

式（３４）和式（３６）两边平方，然后取期望，可得
Ｅ［δ２ａｉ（ｎ＋１）］

　＝ １－μ＋３８μ( )２ Ｅ［δ２ａｉ（ｎ）］＋１８μ２Ｅ［δ２ｂｉ（ｎ）］
　　＋（２－μ）ｇａｉ（ｎ）Ｅ［δａｉ（ｎ）］＋

１
２μ

２σ２＋ｇ２ａｉ（ｎ）

（４６）
Ｅ［δ２ｂｉ（ｎ＋１）］

　＝ １－μ＋３８μ( )２ Ｅ［δ２ｂｉ（ｎ）］＋１８μ２Ｅ［δ２ｂｉ（ｎ）］
　　＋（２－μ）ｇｂｉ（ｎ）Ｅ［δｂｉ（ｎ）］＋

１
２μ

２σ２＋ｇ２ｂｉ（ｎ）

（４７）
由式（４６）和式（４７）可知，相位差估计方法的方差

是受频率失配Δω所影响的，为了消除 Δωｎ的影响，对
式（４６）和式（４７）两边，针对 Δωｎ取时间平均 ＥＴ［］，
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消除Δωｎ的影响，为简化分析，稳态条件下可假设
ＥＴ［δ

２
ａｉ（ｎ＋１）］ ｎ→#

＝ＥＴ［δ
２
ａｉ（ｎ）］ ｎ→#

＝ＥＴ［δ
２
ａｉ（#）］

ＥＴ［δ
２
ｂｉ（ｎ＋１）］ ｎ→#

＝ＥＴ［δ
２
ｂｉ（ｎ）］ ｎ→#

＝ＥＴ［δ
２
ｂｉ（#）］

（４８）
由于采用的估计方法类似，所以参数 δａｉ和 δｂｉ具备

相同的稳态方差，将式（４２）和式（４４）分别代入式（４６）
和式（４７），取时间平均ＥＴ［］可得
　　Ｗｉ＝ＥＴ［δ

２
ａｉ（#）］＝ＥＴ［δ

２
ｂｉ（#）］

＝μσ
２

２－μ
＋２
μ
Ｆｉ（μ，Δω）＋

μＡ２ｉ（１－ｃｏｓΔω）
２（２－μ）β

（４９）

其中，

　　Ｆｉ（μ，Δω）＝ＥＴ［ｇａｉ（ｎ）Ｅ［δａｉ（ｎ）］］ ｎ→#

＝ＥＴ［ｇｂｉ（ｎ）Ｅ［δｂｉ（ｎ）］］ ｎ→#

＝
μ２Ａ２ｉ
２β２
（１－ｃｏｓΔω）２（ｃｏｓΔω－α） （５０）

将式（４９）代入式（２８），可得

ｖａｒ［Δθ］＝∑
２

ｉ＝１
（Δ２ａｉ＋Δ

２
ｂｉ）Ｗｉ （５１）

由式（２９）可知

Δ２ａｉ＋Δ
２
ｂｉ＝
４β
μ２Ａ２ｉ

（５２）

将式（５２）代入式（５１）可得

　　ｖａｒ［Δθ］＝４β
μ２∑

２

ｉ＝１

Ｗｉ
Ａ２ｉ

＝ ４β
μ（２－μ）∑

２

ｉ＝１

σ２

Ａ２ｉ

　＋８
μβ
（１－ｃｏｓΔω）２（ｃｏｓΔω－α）

　＋ ４
μ（２－μ）

（１－ｃｏｓΔω） （５３）

一般而言，频率失配Δω较小，且步长μ＜１，故可知

ｃｏｓΔω≈１－１２Δω
２

ｃｏｓΔω－α≈１２（μ－Δω
２）

β≈１４μ
２＋Δω











 ２

（５４）

当Ａ１＝Ａ２＝Ａ，将式（５４）代入式（５３）可得

ｖａｒ［Δθ］≈

σ２

Ａ２
（μ２＋４Δω２）＋Δω２

μ
（５５）

为最小化式（５５），令式（５５）偏导为零，可知

　　　ｖａｒ［Δθ］
μ

＝

σ２

Ａ２
（μ２－４Δω２）－Δω２

μ２
＝０

μｏｐｔ＝Δω （４＋Ａ
２

σ２槡
） （５６）

由式（５６）可知，自适应相位差估计方法的最优步长同
频率失配Δω以及信号幅值，噪声有关．故可根据不同
的值确定最优的迭代步长μ．

４　计算验证
　　设两路正弦信号频率相等，且信号频率 ω＝０２π，
幅值Ａ＝１，频率失配 Δω＝０００１π，相位差 Δθ＝０２π，
ＳＮＲ（ＳｉｇｎａｌＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，信噪比）为５ｄＢ和２０ｄＢ，分别对
本文方法、Ｈｉｌｂｅｒｔ方法［１６］、数据延拓方法［１１］、四阶窗方

法［７］和相频匹配方法［１２］进行相位差估计分析对比．由
于本文方法和Ｈｉｌｂｅｒｔ方法为自适应计算，故设置步长μ
＝００１，初值统一设置为０，后三种方法为基于相关原
理的方法，其计算递推点数统一设置为 Ｎ＝２００独立
运行１００次后，不同信噪比条件下各种相位差估计方法
如图２和３所示．

由图２、图３可知，本文方法同 Ｈｉｌｂｅｒｔ方法较为接
近，但具备更好的抗噪性，其相位差估计 ＭＳＥ（Ｍｅａｎ
ＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，均方误差）要低于 Ｈｉｌｂｅｒｔ方法．数据延拓
方法对于噪声过于敏感，且一般是有偏估计．四阶窗方
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法抗噪性适中，但其ＭＳＥ值较大，相频匹配方法同四阶
窗方法较为类似，虽然其ＭＳＥ较小，但其相位差估计结
果有一定的振荡．

为了比较各种相位差估计方法对于时变相位差的

跟踪能力，验证其适用性，特选择文献［１９］所提的时变
相位差模型进行分析．保持参数设置与图２一致，信噪
比５ｄＢ，其时变相位差的估计结果如图４所示．

由图４可知，本文方法和 Ｈｉｌｂｅｒｔ方法估计结果类
似，能够跟踪相位差的变化情况．四阶窗方法和相频匹
配方法较类似，基本趋势较为一致．反观数据延拓方法，
在５ｄＢ的信噪比条件下其相位差估计结果有偏，受噪
声影响较大．

由于四阶窗方法、数据延拓方法和相频匹配方法

不是自适应估计方法，其计算量较大，且与本文方法和

Ｈｉｌｂｅｒｔ方法有着本质的不同，为了深入探讨信号参数
对于不同相位差估计方法 ＭＳＥ的影响，故主要选择较
为类似的本文方法和 Ｈｉｌｂｅｒｔ方法进行 ＭＳＥ分析．由于
本文方法和 Ｈｉｌｂｅｒｔ方法同为自适应估计方法，其时域

递推的计算量基本相当，但 Ｈｉｌｂｅｒｔ方法需要进行 Ｈｉｌ
ｂｅｒｔ变换，该变换需要计算 Ｎ点数据的 ＤＦＴ，故总体而
言，在相同条件下本文方法的计算量是要小于 Ｈｉｌｂｅｒｔ
方法的．

不同频率失配 Δω、不同步长 μ和不同 ＳＮＲ条件
下，本文方法和Ｈｉｌｂｅｒｔ方法独立运行５００次，其ＭＳＥ值
如图５～７所示．

由图５～７所示可知：
（１）本文方法在频率失配Δω的影响下依然可以取

得较小的ＭＳＥ值．虽然 Ｈｉｌｂｅｒｔ方法不需要信号频率信
息，不受Δω的影响，但其 ＭＳＥ值较大，稳态性能欠佳．
此外，本文方法不同频率失配Δω条件下的计算值同理
论值吻合程度不好，但基本趋势可以保持一致．分析其
原因，可能在进行时间平均计算时出现的偏差，对频率

失配Δω分析有偏差；
（２）在小步长条件下，Ｈｉｌｂｅｒｔ方法的 ＭＳＥ较小，但

会导致较慢的收敛速度．在步长逐渐增大的过程中，本
文方法可以取得较小的ＭＳＥ值，性能较好，且在步长取
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最优值时，可以取得最小的ＭＳＥ值，这点同理论分析保
持一致．由图６可知，本文方法理论值同计算值吻合度
较高，可以给出较准确的预测值，针对步长 μ的理论计
算是正确的．

（３）由图 ７可知，低信噪比条件下，本文方法的
ＭＳＥ值更低，性能更好．值得注意的是在信噪比高的情
况下，本文方法的ＭＳＥ值也更小，主要是因为本方方法
是无偏估计的缘故．在信噪比值中段，两种方法基本保
持一致．此外，本文方法的计算值和理论值在信噪比小
于１０ｄＢ时吻合的较好，但当大于２０ｄＢ的时候，出现了
偏差，说明对噪声的处理有偏差，有待进一步分析．

５　结论
　　相位差估计方法存在计算复杂、受频率失配影响
较大和抗噪性不强的问题，为此提出了一种频率失配

的自适应相位差无偏估计方法．通过信号参数的自适
应估计，实时计算两路正弦信号的相位差，有效降低了

相位差估计方法的复杂度，提升了频率失配条件下的

估计精度，并增强了抗噪性，研究表明有如下结论：

（１）相位差估计精度高．即使在频率失配 Δω的影
响，所提方法依然可以获得无偏的相位差估计结果．

（２）抗噪性能好．在较低和较高信噪比条件下，优
于其他算法的估计性能，对噪声敏感度低．

（３）结构简单，实时性好，便于实现．本文方法为时
域递推方法，实时性可以得到较好的保障，应用前景

广泛．
下一步将深入研究性能分析中理论值和计算值有

偏差的原因，提高性能分析的精准度．
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